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On Wick Rules with Intermediate States and the New Tamm-Dancoff Method
with Intermediate States

Instead of emphasizing the ground state as is done in Green’s function method, we take a
finite-dimensional subspace of the Hilbert space: the space of the “intermediate states”. A
systematic introduction of intermediate states is effected by an extension of the method of
generating functionals: we combine the generating functionals of the n-point Green’s functions to
a “matrix functional” T, and form new matrix functionals, which are matrix functions of T. The
aim of this paper is to develop the functional calculus in such a way that the transition from scalar
functionals to matrix functionals is straightforward, and the method of obtaining further results
becomes clear. Following the lines of Diirr and Wagner we get “#- and {-rules with intermediate
states”. Using them we define a truncation procedure for the equations of motion of the n-point
Green’s functions, the “New Tamm-Dancoff method with intermediate states”. This extension makes
it possible to treat the effect of nearby levels in many body systems with Green’s functions. In ad-
dition to well-known approximations, such as the Hartree-Fock and the Hartree-Bogoliubov theory,
the RPA and the quasiparticle RPA, we obtain a series of new approximations. Among these are
the “Hartree-Fock theory with intermediate states” and the “random-phase approximation with
intermediate states”, which we already applied with great success to some exactly soluble models.

1. Einleitung Green-Funktion. Bei Fortsetzung dieses Schemas
erhdlt man ein der Schrodinger-Gleichung dquiva-

 Die iibliche, den Grundzustand auszeichnende ; )
lentes, gekoppeltes System von Integrodifferential-

Theorie der Green-Funktionen versagt, wenn meh-

rere Niveaus eines nichtrelativistischen oder rela-
tivistischen Vielteilchensystems dicht beieinander
liegen oder sogar entartet sind. Um die Wirkungen
benachbarter Niveaus von vornherein zu beriick-
sichtigen, setzen wir an die Stelle des Grundzustands
einen endlichdimensionalen Unterraum des Hilbert-
Raums, den Raum der Zwischenzustindel,2. Damit
wird, in Analogie zur Erweiterung der Goldstone-
Stérungstheorie zu einer Storungstheorie fiir kom-
plexere Spektren (Bloch, Horowitz3 und ,folded
diagrams“4), das Konzept des ,,Modell-Raums*
auch in die Theorie der Green-Funktionen einge-
filhrt. Zu seiner Verwirklichung im Rahmen der
Neuen Tamm-Dancoff-Methode sind erweiterte
Wick-Regeln notig, die Zwischenzustinde enthal-
ten. Da die Neue Tamm-Dancoff-Methode den Aus-
gangspunkt dieser Arbeit bildet, sei ihre Grundidee
skizziert,6: Die Einteilchen-Green-Funktion
0,8 |TY(x) Pt(')]|0, 4

(|0, #”) Grundzustand des .4"-Teilchen-Systems,
T Zeitordnungsoperator, ¥ (z) Fermi-Feldoperator
im Heisenberg-Bild) wird durch die Bewegungs-
gleichung an die Zweiteilchen-Green-Funktion ge-
koppelt und diese wiederum an die Dreiteilchen-

gleichungen fiir die Green-Funktionen verschiede-
ner Stufe. Die Naherung, im Sinne der Neuen Tamm-
Dancoff-Methode, besteht nun darin, die Green-
Funktionen einer bestimmten Stufe durch die
Green-Funktionen niedrigerer Stufe auszudriicken,
so dafl man ein in sich geschlossenes Gleichungs-
system fiir die Green-Funktionen bis zu einer maxi-
malen Stufe erhalt. Man steht also vor dem Pro-
blem, geeignete Faktorisierungen der Green-Funk-
tionen nicht-relativistischer und relativistischer
Vielteilchensysteme zu finden. Im einfachsten Fall,
d.h. bei fehlender Wechselwirkung, liefert die Wick-
Regel 7 eine Faktorisierung von Produkten der freien
Feldoperatoren. Im Rahmen der Neuen Tamm-
Dancoff-Methode werden Verallgemeinerungen die-
ser Regel angegeben, ohne das Heisenberg-Bild zu
verlassen. Allerdings darf man nicht erwarten, daB,
wie im freien Fall, die Green-Funktionen exakt in
Produkte von Green-Funktionen niedrigerer Stufe
zerlegt werden kénnen, sondern es werden im allge-
meinen Terme iibrigbleiben, die sogenannten %- bzw.
¢-Funktionen8. In der Neuen Tamm-Dancoff-Me-
thode werden diese nach einer Faktorisierung iibrig-
bleibenden und die Restkorrelationen beschreiben-
den Terme ab einer gewissen Stufe vernachlissigt.
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Auf diese Weise wurden die Massen einiger Elemen-
tarteilchen aus der Heisenbergschen nicht-linearen
Spinortheorie berechnet® In der nicht-relativisti-
schen Vielteilchentheorie fiihren die untersten Ord-
nungen (Faktorisierung der Zweiteilchen-Green-
Funktionen) zur Hartree-Fock- bzw. Random-
Phase-Néaherung10. Daran wird auch deutlich, da
die bisherigen in der Neuen Tamm-Dancoff-Methode
verwendeten Faktorisierungen der Green-Funk-
tionen nicht ausreichen, da schon die Paarungs-
kiafte nicht einbezogen sind. Es gibt zwei dquiva-
lente Ansitze, sie zu beriicksichtigen: die Hartree-
Bogoliubov-Theorie!l, wo dem A -Teilchen-Grund-
zustand Zustdnde mit anderen Teilchenzahlen bei-
gemischt werden und die Gorkov-Faktorisierung12,
wo in die Faktorisierungsformel fiir die Zweiteil-
chen-Green-Funktion die ,,anomalen‘* Green-Funk-
tionen

0, ¥ + 2| TWt(z) Pt()|0, 4

und O,/ |TY(@)P()|0, 4 + 2>

mit hineingenommen werden [|O, N 42> Grund-
zustand des (A" + 2)-Teilchen-Systems]. ,,Anomale”
Green-Funktionen miissen immer dann beriick-
sichtigt werden, wenn sogenannte ,,nearby levels’ 13
auftreten.

Ohne die Methode der erzeugenden Funktlonale 14
wire eine systematische Erweiterung der Neuen
Tamm-Dancoff-Methode zur Neuen Tamm-Dancoff-
Methode mit Zwischenzustinden undurchfithrbar.
Daher formulieren wir Beziehungen zwischen den
verschiedenen Sitzen von Mehrpunkt-Funktionen,
d.h. Wick-Regeln, mit ihren erzeugenden Funk-
tionalen. Diirr und Wagner haben vier unendliche
Funktionenséitze als Darstellung der Zustandsvek-
toren eingefiihrt, die 7- (Mehrpunkt-Green-Funk-
tionen), #-, {- und @-Funktionen8. Wir verallge-
meinern die Definition der #- und {-Funktionen
durch Einbeziehen einer beliebigen, aber endlichen
Anzahl von Zwischenzusténden (5- und (- Regel mit
Zwischenzustinden). Mit der Methode der erzeugen-
den Funktionale erfordert das nur einen kleinen
Schritt: Man ersetzt in der Arbeit von Diirr und
Wagner die erzeugenden Funktionale zwischen dem
Grundzustand durch die Matrizen der erzeugenden
Funktionale zwischen den Zwischenzustidnden. Die
Einfithrung von Matrizfunktionalen verlangt jedoch
einen Ausbau des Funktionalkalkiils. Auf seine Dar-
stellung verzichteten wir bisherl,2, um anhand der
wichtigsten Folgerungen (,,Hartree-Fock-Theorie

mit Zwischenzustinden und ,,RPA mit Zwischen-
zustanden*‘) einen Eindruck von der Praktikabilitat
und Qualitit des neuen Verfahrens zu bekommen.
Dieses Vorgehen ist mit Nachteilen verbunden:

1. Der Uberblick iiber die Bedeutung des neuen
Verfahrens geht verloren.

2. Die 7- und {-Regel mit Zwischenzustanden, die
wir in der ersten Arbeit! angegeben haben, lassen
sich schwer nachpriifen und handhaben.

3. Die hoheren Niaherungen werden nicht definiert.

Da auf der Basis des von uns eingeschlagenen We-
ges noch viele Fortschritte zu erzielen sind, holen
wir in dieser Arbeit das Versdumte nach.

Im einzelnen werden wir im 2. Abschnitt auf die
Methode der erzeugenden Funktionale eingehen und
eine Erweiterung auf Matrixfunktionale vorschla-
gen, aus der, wie im 3. Abschnitt gezeigt wird, die
Erweiterungen der bisherigen Faktorisierungen der
Green-Funktionen sich fast zwangsldufig ergeben.
Im 4. Abschnitt schlieBlich werden diese Erweite-
rungen am Beispiel des nicht-relativistischen Viel-
fermionen-Problems diskutiert. In Abschnitt 5 dis-
kutieren wir einige zukiinftige Anwendungen unse-
res Verfahrens.

2. Erweiterung des Funktionalkalkiils
auf Matrixfunktionale

2.1. Skalare Funktionale

Die Idee der Methode der erzeugenden Funktio-
nale ist, Satze von Mehrpunkt-Funktionen, insbe-
sondere Green-Funktionen, in Funktionalen zusam-
menzufassen, aus denen sich jede gewiinschte
Mehrpunkt-Funktion durch einfache Operationen
herausziehen 148t. Dazu werden Hilfsfelder w(x),
w4 (z) eingefiihrt, die sich besonders einfach hand-
haben lassen, andererseits aber einige wesentliche
Strukturen der Fermi-Feldoperatoren ¥ (x), ¥1(x)
aufweisen (x = (r, ¢, 0, 7)). Die Hilfsfelder % und @
sollen sich gegenliufig zu den Feldoperatoren ¥, ¥t
transformieren und untereinander antikommu-
tieren:

{u(@), u(@)} = {a (), 4(")} = {u(x), a(z")} = 0.
(2.1)
Der Funktionalraum # wird als die Menge aller

endlichen oder unendlichen Reihen in den Hilfs-
feldern % und % mit komplexwertigen Koeffizienten
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definiert; d.h. jedes Element A €  soll darstellbar
sein als

™ gk+l
* =k,lz=0 ki [day...degday’ ... day @ (k) -+ i (21)

“u(m) o wle) a® (zg, . m |2, ., 2)  (2.2)

mit a®lD (xg, ..., 21|21, ..., 2) €C.

Dafiir schreiben wir in abkiirzender Notation:

o ik+l
A= (2.2)

o BT
-dxk---ﬁ,luzl,---uxl,oc(kil)(xk, ...,x1|x1’, P

Wir werden diese Summenkonvention durchweg
beibehalten: bei mehrfach vorkommenden Para-
metern wird immer iiber den diskreten Anteil sum-
miert und iiber den kontinuierlichen Anteil inte-
griert.

Folgende Bemerkungen zur Definition des Funk-
tionalraums sind angebracht:

a) Die Frage, ob die » und % mit den Fermi-Feld-
operatoren antikommutieren, stellt sich nicht, so-
lange als Koeffizienten der Hilfsfelder, wie im vor-
liegenden Fall, nur komplexe Zahlen vorkommen
(die natiirlich mit den % und % kommutieren sol-
len?8).

b) Die einfachsten Funktionale sind die kom-
plexen Zahlen selbst.

¢) Da die u und % antikommutieren, kénnen die
o (k1D sowohl antisymmetrisch in xg, ..., x1 als auch
antisymmetrisch in z;’, ..., ;" angenommen werden.

d) # besitzt zusatzlich eine Produktstruktur,
gegeben durch das assoziative Produkt der , .

e) Funktionale lassen sich wegen d) auch als
Operatoren im Funktionalraum auffassen:

A,BeZ: AB)=ABec#F. (2.3)

Speziell gilt:

uz(A) =uzA; Gz(A) =17dazA. (2.4)

Die erzeugenden Funktionale fiir die Green-Funktionen sind ausgezeichnete Elemente des Funktional-
raums %, da alle anderen Funktionale auf sie bezogen werden:

o k+l
Typ=
ki=0

|45, | B> Hilbert-Raum-Zustinde.

2 17 Ton e Ty Uy - g (A | T ¥ (x) ... Pa1) PHzy) ... PH(x) | B);

(2.5)

Da in Gl. (2.5) auch eine ungerade Zahl von Fermi-Feldoperatoren ¥, ¥t erlaubt ist, und die Definition
der A -Teilchen-Green-Funktion diesen Fall nicht umfaf3t, fithrt man eine Bezeichnungsweise ein, die sich
an der Anzahl der auftretenden Raum-Zeit-Punkte orientiert:

CA|TY(xx)... P(x1) PHz) ... PHay) | B) = 750 (x, ..

.,xllxl', ...,xl’) (26)

heiBt (k + I)-Punkt-Green-Funktion [bzw. (k+ )-Punkt-z-Funktion] beziiglich der Zustinde |4), | B).

Die untersten Terme von Gl. (2.5) lauten explizit:

Tap= (A| By +i [da1@(x1) (A| ¥ (21) | BY + i [day’ u(ar’) 4| P(ar) | BY + ---. (2.5)

2.2. Matrixfunktionale

Bisher sind nur erzeugende Funktionale betrachtet worden, deren Koeffizienten skalare Funktionen sind.
Wir erweitern jetzt den Funktionalkalkiil auf Matrixfunktionale, um Zwischenzustiande in die Green-
Funktionen-Methode einzufiihren. Dazu gehen wir von einem Orthonormalsystem |I1), |I2),... des Hil-
bert-Raums aus, das keine orthonormale Basis zu sein braucht, und fassen die skalaren Funktionale T, I
in Matrixform zusammen:

TIII[ yEre T11lr il

T— (2.7)

Trg- Trp, oo

Da jedes der Funktionale Ty, ; die Standardform (2.5) besitzt,

(k1)

kann man genauso gut die 777 (xk, ..., 21 |21, ..., 2") von Gleichung (2.6)
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zu einer Matrix T *ID (xg, ..., 21 | z1,...,2;") zusammenfassen:
T(,"ll?l(xk,...,xllxl’,...,xl’)...r(}ilp'(xk,...,x1|x1’,...,xl')...
T&ID (g, ..., 21| @15 .., ) =] - : (2.8)
poesy R IR oves ¢ (g, @ w) o TED (g, 22y )
so daf3
0 Ek+l
T=> k'l'ﬂzk...uzluzlr,...uzl’T(kll)(xk,...,xllxl’,...,xl’) (2.9)
k=0 K0!

ist. Gleichung (2.9) ist nichts anderes als die Matrixdarstellung der mit den Hilfsfeldern u, % zu einem
Funktional zusammengefaliten, zeitgeordneten Feldoperatoren beziiglich eines Orthonormalsystems. Diese
Darstellung 148t sich verallgemeinern, so da3 T ein ausgezeichnetes Element des Matrix-Funktionalraums
M (F) wird: Der Matrix-Funktionalraum .# (%) wird als die Menge aller endlichen oder unendlichen
Reihen in den Hilfsfeldern » und % mit Matrixkoeffizienten definiert; d.h. jedes Element A € .# (%) soll
darstellbar sein als

A:i ;:'Jrll‘ Ty v w8 gy, Wl v w0 gl VD g0 2 | 815 005 00 (2.10)
Ei=0 K1L!
mit o.c(I’il?l(xk,...,xllxl',...,xl’)...Of(}i'?r(xk,...,x1|x1',...,xl’)...
AED (g, ..o @y | @)y, @) = c%((l’il?l(xk,...,xllxl’,...,xl')...o:c(}ﬂﬁ(xk,...,xllxl',...,xl')...
und a‘,’i.]ﬁ(xk, sy B8 B 5 wo 0 YE D &

Nach Gl. (2.10) kann ein Matrixfunktional auch einen Term ohne u, @ enthalten (k=17=0). Deshalb
darf man die Matrix eines Operators beziiglich eines Orthonormalsystems als spezielles Matrixfunktional
auffassen. Da es ungiinstig ist, alle Zustédnde des Orthonormalsystems | I, ] I5),... als Zwischenzustidnde
aufzufassen, spielt das zum Projektionsoperator

m
P=>|Ip<L| (0<m< + o) (2.11)
i=1
gehorende Matrixfunktional
1...0 0
Cly| P Ly == Lhg | Pl Iy v . .
. . 0 . 2.12
(In| P| I3+ (L] P| I+ i

eine wichtige Rolle: Es definiert den Raum der Zwischenzustédnde 5 p im erweiterten Funktionalkalkiil.

2.3. Taylor-Entwicklung der Matrixfunktionale a) Funktionalableitungen von Ausdriicken, die

Da die Matrixfunktionale in Form von Potenz- keine Hilfsfelder enthalten, sollen verschwinden.

reihen definiert worden sind, sollten die Koeffizien- p) Fiir die Ableitungen der Hilfsfelder soll gelten:
ten A ®ID (xg, ..., 21|21, ..., 2/), dhnlich wie in der

Taylor-Entwicklung einer gewdhnlichen Funktion, b} b}

als (k—+-1)-fache Funktionalableitungen darstellbar oug (ug) = iy (@z') = Oza';

sein. Dazu werden von den Funktionalableitungen,

die wir mit 6/du; = 0 und 6/0%, = O, bezeichnen 0 () = 0 (i) == 0 2.13)
wollen, die folgenden Eigenschaften gefordert: oug - o0 dag )
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wobei 0z = 0@ (r — r')§(t — t') dgg’ 71+ die Di- Damit ist die Funktionalableitung jedes Funktionals
rac-Funktion beziiglich der kontinuierlichen Para- eindeutig festgelegt. Mehrfache Ableitungen sind
meter und sonst das Kronecker-Symbol darstellt. wie iiblich definiert:

c¢) Die Produktregel soll gelten: _6__ 9 A) = 9 Y A)). (@.15)
> P p Ovg Owgr 60; 6wz

. (wzr A)= Son (wzr) A — wgr Son (A);  (2.14)  Aus diesen Gleichungen folgt insbesondere, daB die
‘ “ “ Funktionalableitungen untereinander antikommu-
Vg, Wy € {Uz, Uz}; AEM(F). tieren. Man beweist mit ihnen auch die Giiltigkeit von

Oyr -+ OOy« e Oy (T + - Ty, Uy .- Uy (2.16)

k l
=2 2 O O Oay gy - Oy, Oz vy, - Oy -

U5 eees =1 J1,..., Ji=1
Wir haben in Gl. (2.16) das verallgemeinerte Kronecker-Symbol
('Sixh ce .61'17'»
6“ . : : (2.17)
0; ;i ...0

injn injn

verwendet. Wir werden spiter noch ,reduzierte verallgemeinerte Kronecker-Symbole bendtigen, die
die Anzahl der Permutationen stark einschrinken:

B1s soes Brs Brdlsnwes braes Sreesls in . .
O oo drs et Tt drsains .-.:7» = 5", :ZIZ 10 (ir+s — Tris—1) - 0 (Gr2 — r41); (2.18)

Mit Gl. (2.16) 1aBt sich folgende Taylor-Entwicklung der Matrixfunktionale (2.10) aufstellen:

A= Z oy U e U {0 oo D Oy oo O (A) |umimo} - (2.19)
Ki=o k'l'
Es ist also
1 — _
A &Y (Il?k, ceoy | .’L‘l’, T ,xl') = W ax'r e 69,{ 6,1 e azk(A) |u=ﬁ=0 ’ (220)

WO Opyr v Ogyr Oy + - Og (A)|y—g—o die (k+0)-fache Funktionalableitung des Funktionals A an der Stelle
w =4 = 0 ist. Speziell ist

gt e

T (g ovis ity |81 «onn )= eee Ogyr Ogy oo O (T) |u—iimo - (2.21)

Jk+
2.4. Produkte vou Matrizfunktionalen
Das Produkt zweier Matrixfunktionale A und B ist durch
(AB)z,7, = ZA,‘,,BI,,k fiir alle 4 und % (2.22)
definiert. Demnach ist das Produkt zweier oder mehrerer Matrixfunktionale einfach das Produkt der ent-

sprechenden Potenzreihen (2.10), wobei an die Stelle der skalaren Multiplikation der Koeffizienten die
Matrizenmultiplikation der Koeffizientenmatrizen tritt. Damit lassen sich auch Funktionen von Matrix-

funktionalen definieren: f(z) se1 eme Funktion des Parameters z, die sich in die Potenzreihe f(z) = > ayz”
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entwicklen lasse. Dann ist fiir jedes Matrixfunktional A, fiir das die Entwicklung f(4 ©10) = Za,, A ©10))r
existiert, f(A) definiert:

Za,A” Za,A ‘A (2.23)
e
v-mal
21
Wichtigstes Beispiel ist die Exponentialfunktion eA = Z - Av. f(A) ist wieder emn Matrixfunktional;
=0 ¥:

d.h. es gilt f(A) € #(F). Da die Taylor-Entwicklung (2.19) fiir beliebige Funktionale aufgestellt worden
ist, ist
e |
f(A) =k,z§=:o i Uy, « - Uy, gy

% (f (A))|umig=o} - (2.24)

Uy {0y o Oy Oy, -
Man braucht eine Formel fiir die (k- !)-fache Funktionalableitung mehrfacher Produkte von Matrix-
funktionalen, um die Matrixfunktion in der geschweiften Klammer von Gl. (2.24) berechnen zu kénnen;
man findet durch vollstindige Induktion den folgenden, grundlegenden Ausdruck:

k k k k I l
Opyrevr Oy Ogy v O (A1  Ap Apyr) = z z Z Z Z z
11, 0ees k=1 21=0 Xa=x1 %n=%n-1 J1, .e., 1=1 21=0 Ad2=41 An=1in-1
1, ..,i(m),i(n1+1),...,1(m),...,z(x,.+1),...,u J1 7(22); eees J(An+1), ..., 71
Oy 3t Ly o Tty s W g B o5 Intdy oD (2.25)
» D () o BT D gy L) O g ) s 8D () BV (g ) L B () o DT D G, Y e 8D ()

* (Al cee AnAn+1) .

A, ..., A,, A,4; sind beliebige Matrixfunktionale; die mit dem Index r gekennzeichneten Funktional-

ableitungen (9, 9 wirken nur auf das Matrixfunktional A,. Die Ableitungen &(?, 8" miissen bei der

Berechnung noch bis zum Funktional A, durchgezogen werden, was zu zusétzlichen Vorzeichen fiihrt, die

von den einzelnen Funktionalen abhingen. Um diese vom Typ der Funktionale abhéngigen Vorzeichen

zu eliminieren, wurde obige Darstellung gewéhlt. Man ist damit in der Lage, aus jedem Matrixfunktional

auch wenn es aus anderen Matrixfunktionalen zusammengesetzt ist, jeden beliebigen Term herauszuziehen.
Jedes Funktional A € # (%) besteht aus Funktionalen der Stufe (k,1); k,71=0,1,2,...:

o ik+l
A= AGID; AGID = 17 oo Ty U Uy A (2, ..., ,xr) . (2.26)

k,1=0

)

Man benutzt nicht immer Gl. (2.25), um aus einem Produkt A; ... A,A,4+1 den Anteil der Stufe (£, )
herauszuziehen ; oft geniigt schon eine fast triviale Vorstufe dieser Gleichung :

k l
(Al . V) An+1)(k| D= Z

D1y eens Pn+1=0 q1, ..., gn+1=0

- A(lpl]ql) - A;lpn]q") Agzp—:\illq"”) .

(2.27)

6k.p1+ *tt 4+ Dan 61, I R ol {

bekannten Methoden, wie sie z.B. in der Neuen
Tamm-Dancoff-Methode verwandt wurden, kann
man jedoch nur Funktionen von skalaren Funk-

3. Widk-Regeln mit Zwischenzustinden
3.1. Bekannte Faktorisierungen

Die in den vorigen Abschnitten entwickelte Tech-
nik ermoglicht es, aus den Funktionalen Ty, ;, neue
Funktionale zu bilden, die Funktionen der Tjy,z,
sind. Die fiir die Stérungstheorie wichtige, gewohn-
liche Wick-Regel ist ein Spezialfall. Mit den bisher

* Aus technischen Griinden wurde in Gl. (2.25) 3(z) statt
Oz gesetzt.

tionalen bilden (skalare ,,Kontraktionen‘). In der
von uns vorgeschlagenen Erweiterung der Funk-
tionalmethode kommen Funktionen von Matrix-
funktionalen hinzu. Dadurch wird der Rahmen fiir
die Konstruktion von Wick-Regeln und damit auch
der Neuen Tamm-Dancoff-Methode erheblich er-
weitert. Zum Vergleich geben wir zunichst die
Struktur der bekannten Faktorisierungen?8 an.



878 A. Friederich u. W. Gerling + Wick-Regeln mit Zwischenzustinden

Aus den T-Funktionalen lassen sich Z-Funk-
tionale nach folgender Gleichung ableiten :

Z1y =T T1s; (3.1)
dabei sind | I), |J) beliebige Zustinde des Hilbert-
Raums und [0) der normierte Grundzustand (das
physikalische Vakuum) des zu untersuchenden
Systems. Das Zr;-Funktional erzeugt genau siamt-

liche ,,Normalprodukte zwischen den Zustidnden
| I, |J>. Denn aus Gl. (3.1) folgt

Zoo=1, (3.2)
was wegen
o jk+l
Ziy=<I|J>+ > 177 T Ty Yy Uy
kizo kll!
(k1) +(0,0)
ST By« ey B B0 o0 s ) (3.3)

gleichbedeutend ist mit dem Verschwinden aller
Coo-Funktionen, die als Grundzustandserwartungs-
werte aufzufassen sind. Die Umkehrung von GI. (3.1)
T1; = Too Zy1s gibt die Zerlegung der zeitgeordneten
Produkte von Feldoperatoren des Heisenberg-
Bildes in ihre Normalprodukte an.

T('P(x;c) ves ‘F(xl) vt (xl’) - (xl'))

min(k,7) 1 k l

=Y > 3

! = A " ;
v=0 V' iy, ..., 0e=1 J1, ..., 51=

1,
" 61,...,1, v+1,...,k 61,..., s

Im freien Fall bzw. im Wechselwirkungsbild gilt
dariiber hinaus

Too = exp {Hoo} (3.4)

mit
Hoo = — @z uz 0| TP (x) Pt(z') | 0); (3.5)

|0)> = ungestérter Grundzustand.

Die GIn. (3.4) und (3.5) besagen nichts anderes,
als dafl die ungestorten A-Teilchen-Green-Funk-
tionen als antisymmetrische Produkte der Einteil-
chen-Green-Funktion dargestellt werden konnen.
Damit lautet die iibliche Wick-Regel in funktionaler
Form

Trs=exp {— iz uy 0| T ¥ (x) Pt(2') |0>} Z1s . (3.6)

Da Gl. (3.6) fiir alle Zustande |I), |J) gilt, kann
man sie auch als Operatorgleichung zwischen zeit-
geordneten und normalgeordneten Produkten freier
Feldoperatoren schreiben. Man projiziert die Ope-
ratorgleichung aus den Taylor-Entwicklungen von
T;; und exp{—dzu, 0| TV (x) Pt(x')|0>} Z1s
unter Verwendung der Gln. (2.19) und (2.25) heraus:

(3.7)

0| T (x;,) PH('y,) | 0D+ 0| T () PH(x';,) |0 : P(wy,) ... V(&) PH('y,,) 4 (@'2) 5

Gleichung (3.7) ist in der iiblichen Schreibweise an-
gegeben; d.h. die Normalordnung ist durch Doppel-
punkte angezeigt. Zur Wick-Regel (3.7) sind wir
unter der Voraussetzung gelangt, dal Gl. (3.4) vom
Hgo-Funktional (3.5) erfiillt wird. Bei Wechselwir-
kung trifft das nicht mehr zu. Gleichung (3.4) ist
dann als Definitionsgleichung fiir ein neues Funk-
tional, das Hgo-Funktional, anzusehen. Somit hat
man im Heisenberg-Bild die beiden folgenden Fak-
torisierungsmoglichkeiten der Mehrpunkt-Green-
Funktionen:

(I) n-Regel: Too= exp {Hoo};
(II) C-Regel: TIJ = To() Z[J ‘

(3.8)

(3.9)

Diese Darstellungen der Mehrpunkt-Green-Funk-
tionen werden zum Ausgangspunkt fiir Nédherungs-
verfahren genommen.

3.2. Erweiterung der Faktorisierungen durch
Zuwischenzustinde

Die Einfithrung von Matrixfunktionalen erlaubt
es, auch Funktionen dieser Funktionale zu betrach-
ten, so dal} die Erweiterungen der #- und {-Regel
auf der Hand liegen. Die Zwischenzustinde |I;),
[ I2), ..., | Im) (0 < m < o), die orthonormiert vor-
ausgesetzt werden, erhalten fiir die erweiterten
Wick-Regeln dieselbe Bedeutung, die zuvor der
Grundzustand inne hatte. Zur Vereinfachung der
Schreibweise ist es zweckmaBig, den Projektions-
operator P (Gl. (2.11)) und das zugehérige Matrix-
funktional P (Gl. (2.12)) einzufiihren. Wir machen
folgende Ansétze:

(I) n-Regel mit Zwischenzustinden :

PTP = PcPUPp (3.10)
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(IT) - Regel mit Zwischenzustinden :
a) PT=PTPZp;

b) TP = ZpPTP. (3.11)

Auch die erweiterte 5- und {-Regel ergéinzen sich.
Aus GI. (3.11) folgt namlich, daB die {-Regel nur
fiir Ubergangsmatrixelemente zwischen #p (Raum
der Zwischenzustinde) und 5#o (Komplementar-
raum (Q = 1— P)) eine nichttriviale Gleichung lie-
fert (PZpP = P), wihrend in der %-Regel (3.10) nur
Matrixelemente von 5##p vorkommen. Es sei darauf
hingewiesen, dafl an keiner Stelle P ~ 1 verlangt
wird. AuBlerdem sei erwihnt, dal #p ein beliebiger
Unterraum des Hilbert-Raums sein kann. Man
braucht sich also nicht auf einen Unterraum mit
fester Teilchenzahl zu beschranken.

Die Gln. (3.10) und (3.11) sind zunéchst Defini-
tionsgleichungen fiir die Funktionale Hp und Zp,
deren Existenz wir jetzt beweisen. Aus PTP laf3t
sich der von u, @ unabhéngige Term PTP ] i=g=0=FP
abspalten:

PTP=P +PTP, (3.12)

so daBl der hierdurch definierte Term PT'P fiir
u =% = 0 verschwindet:

PT'P|y—z—0=0. (3.13)

Addiert man zu (3.12) den Projektionsoperator
Q =1 — P, so erhilt man den Ausdruck

Q+PTP=1+PTP, (3.14)

firr den die Reihenentwicklungen

s x (— 1)+
Hp=In(1+PTP)=> -

v=1

(PT'P); (3.15)

Tp=(1+PTP)1=1+ i(_ 1)» PT'P) (3.16)
v=1

existieren. Aus Gl. (3.15) folgt
Hp — PHp = HpP = PH,P,
aus Gl. (3.16)

(3.17)

Tp=PTpP + Q. (3.18)

Gleichung (3.15) ist die Umkehrung der 7-Regel mit
Zwischenzustianden, weil

pPrIPp _pli-p _p(1 - PT'P)P — PTP ist:

o (3.19)
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Wir zeigen, daf} die Gleichung

Zp=1—Tp+ ToTTs (3.20)

die Umkehrung der {-Regel ist. Dazu formen wir
die rechte Seite von (3.20) um, indem wir Tp durch

P'i‘pP ~+ Q ersetzen (Gl. (3.18)) und das Ergebnis
mit der aus (3.16) folgenden Gleichung

P=PT,PTP=PTPT,P (3.21)
vereinfachen :
1—Tp+ ToTTp
=P+ QTQ+PTrPTQ+ QTPTP. (3.22)

Danach hat man nur noch Gl. (3.22) von links (bzw.
von rechts) mit PTP zu multiplizieren, um GIl.
(3.11), a) (bzw. (3.11), b)) zu erhalten.

Nach Gl. (3.22) hat das Zp-Funktional die Eigen-
schaften

a) PZpP =P; b) PZpQ =PTpPTQ;

c) QZpP = QTPTRP; d)QZprQ =QTQ. (3.23)
Bei der Anwendung dieser Resultate auf die Be-
wegungsgleichungen ist es zweckmaflig, von den

Umkehrungen (3.19) bzw. (3.23) der - bzw. {-Regel
auszugehen, die man auf folgende Gestalt bringt:

PHpP =In(l +PT'P) (3.24)
= iy
TPy,

=2 4

=PT'P+
PZp=PTpPT=PT + > (—1) (PT Py PT;
v=1

ZpP =TPTpP =TP + > (—1)’TP(PT'Py.
y=1

Die daraus folgenden Reihendarstellungen
< (=1y

=2 v

PT'P=PHpP + ®PT'P)y;
PT=PZp+ > (—1)*1(PT'PyPT; (3.24)
v=1
TP =ZpP + > (— 1) 1TP(PT P)
v=1

liefern wieder mit Hilfe von Gl. (2.25) die gewiinsch-
ten Beziehungen fiir die Koeffizientenmatrizen. Da-
bei ist zu beachten, daB PT'P|y—z-0 =0 ist.
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(I) n-Regel mit Zwischenzustinden :
PT®D (xg, ..., 21|21, ..., 25 )P =PHE (zp, ..., 21|21, ..., 2") P 4+ P Sroio (3.25)

k+1— 1 1)n+1 k k k k i I l l

T IR DN RED D

n=1 Uy eee, k=1 2%1=0 xa=2x1 Xp=%n-1 J1, e.., =1 421=0 Aa=2A1 Ap=in1

Z("u K1+ A= Au-1) (B —2u)  T1 eeey T(21), oen, 1t +1), sy i J1s.ee, F(A1)5 eees J(An+1), o0, 2t
sf—1)= e A Vs W W

P T(mllx) (xi(m) y Sy xhl Ljyseees x}(h)) P(I = axx 0611 0)

—x1|Ae— 4
« PO ‘)(xi(x.)’ ""xi(xx+l)lxi(lx+1)’ e s @) P(L — Gy —,0025— 22,0)

; n— Xn- An—ln- 4 -4
P i D (Litn)s -+ Ticunos +1) | Tianoa+1)2 -2 Ticam) B(1 — Osep—sen_s, 0020 — 20z, 0)
—%n _;.” ’ 7
P IEl A (s Bitrat 1) | G nt1ys s T B (L — B, 081 2,0) -

Die Anzahl der Summanden bei festem » und festem 71, ..., g, j1, ..., J1 isf durch die Formel

kO 13 l l 1
202 2 22 2 (10,005,001 = Ss004-2,0 (3.26)
1=0 xa=7x1 Un=xn-1 A1=0 A2=11 An=1An-1
< k—l—,u)(l—l—,u)(n—i—l)
(1= 0pp—spa0) (1 — O 001—12,.0) = — 1)n-#
( ,0) (1 — 6, 0012,,0) /Z:o( 7 w a0
gegeben.

(IT) - Regel mit Zwischenzustinden:

PT®D (zg, ..., 21|21, ..., 20") = P2ZEP (g, ..., 21|21, ..., 20) (3.27)
3 3 k 13 1 1
+2 ~1pR ¥ 3 B Z Z
n=1 1, 00, k=1 %1=0 Xa=%1 Xpn=%n-1 1, ..., fi=1 A1=0 Za=41 An=12n-1
3 (u— 1+ Ap— Apet) (B =) 815 eeer 051D, erny EnF 1), eeny T8 15 0ees 5(A1)s euns F(Ant 1)y 2
rf=—=1)e= 51 “...,nl,...,x,,+1 ..... T O s sas Ant+l, el

. P T(Kx[/-x) (xi(,ﬂ), ooy xillle, & xj(;.l)) P(l = 6"1 0611’ )
P Pea—altamd) (g Tt )| Tt 1) -+ i) P(L— 8a— sy, 002,— 24, 0)

P lrsaalin=det)] w1 1)s = s B Bl — Oy s, 0015 — ey, 0)

Li(nn)s + o2 &
—xnll— 4 ’
PIPE—ali-tadgp . ---,xi(n,.+1)|x7'(z,.+1), csaxBa) o
Das Vorzeichen

L(“u Hu-1+4 Au— Ap-1) (k—2u)
(= 1)sm (0= 20=0) (3.28)

in (3.25) und (3.27) entsteht durch Umordnen der Funktionalableitungen des Ausdrucks (2.25). Fir
P = |0, 0| gehen die Gln. (3.25) und (3.27) in die von Diirr und Wagner angegebenen Gleichungen iiber8 .

3.3. Die n-Regel mit Zwischenzustinden fir den Fall (k,1) = (3, 1)

Wir geben die 7-Regel mit Zwischenzusténden fiir die Vierpunkt-Green-Funktionen mit (k, 1) = (3.1)
an, um die Ergebnisse des Abschnitts 3.2 zu verdeutlichen und einen Eindruck vom Ausmal der Ver-
allgemeinerung zu vermitteln :
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PTGID (x3: x2, X1 l xl,) P= PH(I:;H)(x:‘b X2, X1 | xll) P
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(3.29)

3 6. el s o L
+ 3> [— o355 PTOD (2 ) PTG (2, 2y, 2;,) P+ 67575 PTGIO (zy,, 2y, 2;,) P TOID (1) P

11, f2, 13=1 . M
1, 12, 13

+ SR P PO (2,) P TCID (3, 7, | 21) P — Sl 2 P T@ID (o

+ 6;.1,’;\’;%1’1'(1“) (2, |21") P T@10 (2

13

x|z ) P T (2;) P

2

11, 12, i3

2, )P+ 675 § PTCIO (2, 2, ) P T A (| 21') P]

3
-1 z [— 51;1’, }; spraiy (@, |21 ) P T () PTAI0 () P

11, t2, i3=1

+ O B B P TI0 (2,) PTAID (g, [21') P TAIO () P —

1, 12, 13

8 i P T AI0) () P TAI0) () P TAID (2| 2) P

2, 12, 13

— 0y, o5 PTOD (1)) PTAIO (a,) P T RO (2, ;) P — 6775 3 PT OV (1) P T IO (2, ;) P T MO () P

11, 12, 13

11, 12, 13

+ 8y S PTWO) () P TOD (1) P T IO () P — 855 5’ P T @10 (g, 25,) P TOID (21') P T IO () P
+ O X2 P TWO () P T IO (2, ;) PTOW (21') P 4 6725 5 P TI0) (3, 2,,) P TAIO) (1) P T OID (1) P]

3
+1 3 8B [PTOM (2)) P T () PTAO (z;,) PTAIO) (1) P

1, 13, t3=1

— P T0) (2;,) P T O (z/) P T I0 (;,) P TAI0 () P+ P TAI0) () P TI0 (,) P T O (') P T (35 P
— P 7010 (¢;) P 710 (1) P T AI0) () P TOD (') P] .

Unterscheidet man ,,Bose-artige oder ,,Fermi-
artige* Anregungszusténde, je nachdem die ange-
regten Zustdnde durch geradzahlige oder ungerad-
zahlige Produkte von Feldoperatoren aus einem
Referenzzustand erzeugt werden, so verschwinden
alle ungeraden Kontraktionen

P TR (s 005 |81 g oy P

(k+1 ungerade) nur dann nicht, wenn der Unter-
raum S p sowohl , bosonische* als auch ,,fermioni-
sche‘‘ Anregungszustdnde enthilt. Fiir die nicht-
relativistische Vielteilchentheorie bedeutet das, da
' p Zustinde mit geraden und ungeraden Teilchen-
zahldifferenzen enthalten muBl. Man wird allerdings
bestrebt sein, die Dimension vons# p moglichst klein
zu halten, damit die Zahl der Terme nicht zu gro83
wird. Man beschriankt sich daher meistens auf
gerade Kontraktionen; d.h. s#p enthilt entweder
nur Zustdnde mit gerader Teilchenzahl oder mit
ungerader Teilchenzahl. Mit dieser Einschrankung
nimmt Gl. (3.29) die Form
PTG (23,2, 21| 21') P = PHEW (3, 22, 21| 21') P
3 e
== % Z [6;1., 122,’\/:; P T(lll) (xil I xll) P T(2|0) (xis: xi:) P
11, t2, t3=1
4 0T PP TR0 (2, 2, ) PTAID (2, | 21') P (3.30)
an. Wenn man in (3.30)

P=0, 450, N |+ 0,4 +250,/ +2|

setzt und die Vierpunkt-z-Funktion vernachlassigt,
erhilt man eine symmetrisierte Form der Gorkov-
Faktorisierung15 von

0, /' | TV (x3) V(x2) ¥ (1) Pt (21') |0, N/ + 2).

4. Anwendungen der Neuen Tamm-Dancoff-
Methode mit Zwischenzustinden auf das nicht-
relativistische Vielteilchenproblem

4.1. Die Bewegungsgleichung fiir das erzeugende
Funktional der Mehrpunkt-Green-Funktionen

Bisher wurde auf die Dynamik kein Bezug ge-
nommen. Die Giiltigkeit der in Abschnitt 3 ent-
wickelten Wick-Regeln erstreckt sich deshalb auf
nicht-relativistische wie auch relativistische Viel-
teilchensysteme, allerdings nur bei Fermionen. Ob-
gleich sich Bosonen, wenigstens formal, leicht in
diesen Formalismus einbeziehen lassen, verzichten
wir an dieser Stelle auf eine solche Ergédnzung und
betrachten die Konsequenzen unserer Erweiterung
fir die Neue Tamm-Dancoff-Methode. Wir be-
schrianken uns auf nicht-relativistische Vielteilchen-
systeme, weil einerseits die Bewegungsgleichungen
als bekannt vorausgesetzt werden konnen, und an-
dererseits die unteisten Ordnungen der Neuen
Tamm-Dancoff-Methode auf so bekannte Nahe-
rungsverfahren wie die Hartree-Fock-Theorie und
die RPA fiihrten. Deshalb sind Erweiterungen die-
ser Niherungsverfahren von besonderem Interesse,
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zumal sich das allgemeine Schema der Neuen Tamm-
Dancoff-Methode nicht dndert, die Giite der Nihe-
rung aber nicht nur durch den Ubergang zu hoheren
Ordnungen, sondern auch durch die Wahl geeig-
neter Zwischenzusténde beeinfluBt werden kann.
In der Green-Funktionen-Methode liegt das
Hauptgewicht weniger auf der Bestimmung der

Wellenfunktion eines Vielteilchensystems als viel-
mehr auf der Berechnung von Matrixelementen.
Ausgangspunkt sind daher die Bewegungsgleichun-
gen fiir die Fermi-Feldoperatoren:

(4.1)
o oVt (o’
i e,y ) = e, H

Aus den beiden Gln. (4.1) folgen die Bewegungsgleichungen fiir die zeitgeordneten Produkte der Feld-

operatoren:

[ 0 0 0 0 70
i at1+'+ﬂ+?1'+ +a¢ (¥ () -

Y (1) Pt(x1') ... PH(x)))

Y(z1) Ptzy)... W), H], (4.2)

und daraus, nach Erweiterung mit den Hilfsfeldern «, @ und nach Integration bzw. Summation, die

dquivalente Funktionalgleichung
o gkt

5o RIIL o

_ 0 0
Uy, gy - - Ug, o o= —|— +

Jk+l

=2, % %

fiir beliebige Vielteilchenzusténde | I), |J).

s Mgy Uiy 57

. 4.3

R ) (43)
b <I| TY’(xk) “ee Y’(xl) 'I/T(xl’) “ee ‘I’T(xl') |J>

gy I [T (P () ... P(aer) PH(y) ... P(ar)), H] | )

Nun erlaubt es der Funktionalkalkiil globalen Observablen des Hilbert-Raums funktionale Observable
zuzuordnen 14,16 17 Fiir Gl. (4.3) bedeutet das, dal} es Funktlonaloperatoren Po und H gibt mit

& gk+l ) N a
Po(Trs) = kzzok!l! iy, ..uzluu»...ux‘rz(—azl——l— +——+ at'+ = )
LI TY(xe) ... P(21) 'P'f(xl’) PN @) [T (44)
o sk+l
Sg(Tu)zkl . ;cm Ty oo Uy Ugyr oo U T | [T (P () ... V(1) PH(ay) ... PH(ai')), H]|T) . (4.5)

In diesen Operatoren nimmt das gekoppelte System
der Integrodifferentialgleichungen fiir die Mehr-
punkt-Green-Funktionen die Kurzform

Po(Tzs) = H(Tw) (4.6)
an.
Wiéhrend o durch
Po = 10472 (' 0z — Uz Ou’) 47
gegeben ist, wobei
. 0 0
Oz'z = _at_' (5.7:’:1:) = ot
(0@ (" —r)0(t’ — 1) 0g'60r7)  (4.8)

ist, geht in § die explizite Form der Bewegungs-
gleichungen ein. Fiir nicht-relativistische Vielteil-

chensysteme haben die Bewegungsgleichungen (4 1)
die Gestalt:

. 0¥ ()
)

= b P @)+ by PN P (0) P );
(4.9)
i al‘y; t(x) — 1, W)
+ 3oy, P ) PHY) P (),
mit
beg= — ﬁ Ay (022); (4.10)

’ [ 3 ’ ’ ’ ’
Vzy'zy', ma = V (T1, 01, Tps T2, 02, To i Ty, Oy, Ty, Tp, Op, Ta)

O(ty — to) O(ts — ty) Oty — to);

Vi zd, maza = — Vao' 2, taza — — V' 2o’ 2ot1 = Yy, 21/ 22" 22 *
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Da die Reihenfolge der Feldoperatoren auf der
rechten Seite der Gl. (4.9) eindeutig festgelegt ist,
ist bei der Bildung von zeitgeordneten Produkten
darauf zu achten, daf3 diese Reihenfolge gewahrt
bleibt. Im Spezialfall (4.9) ist
P=T+B;
T = typ(liz Op — Uz Or’);

B = 3 vzyy 2y (lz O — Uz 0z7) Oy Oy .

(4.11)

Die ,,Einteilchenoperatoren* o und ¥ éndern
nicht die Punktezahlen der Koeffizienten eines
Funktionals, wihrend der ,,Zweiteilchenoperator<
2 sie um zwei erhcht. Bezeichne T¢” den Term des
T;s-Funktionals mit der Punktezahl (&, [):

xl 2k+1
\ - -
THD = gy o - g Uiy - U (4.12)
AN By s B1 ] By e s %)
so daf3
Ty = 3 TP (4.13)

£ 1=0
ist, dann gilt Gl. (4.6) auch termweise:
(Ro— T) TE = BTEHW+D; £,1=0,1,2,....
(4.14)

Dabei iiberfithrt der Funktionaloperator &8 ein
Funktional der Stufe (k+ 1, I+ 1) in ein Funktional
der Stufe (£, 1) (bezogen auf die Anzahl der % und u;
die Punktezahlen der Mehrpunkt-Green-Funktionen
bleiben natiirlich erhalten, da ¥ nur auf die % und
u wirkt).

Die Gln. (4.6) und (4.14) gelten fiir beliebige Zu-
stinde | I), |J). Daher gelten sie auch fiir das in
Abschnitt 2.2 definierte Matrixfunktional T und
damit fir PTQ, wo P ein beliebiger Projektions-
operator und Q=P oder Q=1 —P sind:

(Fo— T)PTQ = VPTQ;
(Bo— TYPTQ*ID = YPTQ*k+111+D);
k,1=0,1,2,....

(4.15)
(4.16)

Diese beiden Gleichungen bilden den Ausgangs-
punkt der Neuen Tamm-Dancoff-Methode, ein-
schlieBlich ihrer Erweiterung auf Zwischenzustande.

4.2. Das allgemeine Schema des Abschneideverfahrens

Der Neuen Tamm-Dancoff-Néherung liegt, wie
eingangs erwahnt, das Prinzip zugrunde, aus dem
gekoppelten Gleichungssystem der Mehrpunkt-

Green-Funktionen (Gl. (4.16)) ein in sich geschlos-
senes System ,herauszuschneiden®, indem man
Mehrpunkt-Green-Funktionen hoherer Punktezahl
als Produkte von Mehrpunt-Green-Funktionen ge-
ringerer Punktezahl darstellt. Diese Faktorisierung
wird erreicht mit Hilfe der in Abschnitt 3.2 ange-
gebenen, erweiterten Wick-Regeln; dabei fiigt sich
das Konzept des Raums der Zwischenzustinde
zwanglos in das bisherige Schema der Neuen Tamm-
Dancoff-Methode ein. Im einzelnen:

M sei die Maximalpunktezahl der Mehrpunkt-
Green-Funktionen in einem zu konstruierenden, in
sich abgeschlossenen Gleichungssystem, und T}
bezeichne den Teil des T-Funktionals, der nur
Mehrpunkt-Green-Funktionen der Stufe k- 1= M
enthélt:

T = > Spr, k4 THID
k,1=0

(4.17)

Damit kann man das Gleichungssystem (4.16) in
die Form

(Po— TYPTQY = BPTQS; N
(?SO_E)PTQ‘Z):%PTQ“}; | %
(Po— T)PTQH 2 — FPTQ;

(Fo— DPTQHD = BPTQI; | (a1
(Bo— T)PT QD = YPTQM+2; )
(Ro— Z)PT QM+ = QPT QY +3; 5

bringen. Wéahrend Teil A) der Gleichungen beibe-
halten wird, da nur Mehrpunkt-Green-Funktionen
bis zur maximalen Punktezahl M auftreten, miissen
die im Wechselwirkungsterm stehenden Mehrpunkt-
Green-Funktionen des Teils B) faktorisiert werden,
um A) und B) vom Rest C), der vernachléssigt wird,
zu entkoppeln. Dazu geht man von den Umkehrun-
gen (3.24) der erweiterten 7- und {-Regel (3.10) und
(3.11) aus. Man unterscheidet zwei Fille: 1) Q=P
und 2) Q=1—P. Im ersten Fall setzt man
PHpPM+1 = PHRpP¥M+2 —(, so daB die rechten
Seiten von B) gemaf

= (=1y
{(M+1} __ rpy{M+1}.
PTP _22 (PT'P) ' (4.19)
PTPM+2 i =4 (PT" Py +2)
=2 4

faktorisiert werden, im zweiten Fall
]?Zp(yﬂl+l}==]?ZP(lwl+2)=:O,
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was die Faktorisierungsformeln

PTQM+0= 5 (—1)+1(PT' Py PTQM*Y;

v=1
PTQM*2 = % (—1y+1(PT'PyPTQM %
= (4.20)

ergibt. Gleichung (4.19) fiithrt zu einem nicht-line-
aren Gleichungssystem fiir die Mehrpunkt-Green-
Funktionen, die ausschlieBlich zum Raum der
Zwischenzustdande s#p gehoren, Gl. (4.20) dagegen
zu einem linearen Gleichungssystem fiir die Mehr-
punkt-Green-Funktionen zwischen den Zustinden
von s p und 5o, wobei man die zuerst genannten
Mehrpunkt-Green-Funktionen als bekannt voraus-
setzen mul.

4.3. Die Bedeutung der Zwischenzustinde fir die
Neue Tamm-Dancoff-Methode

Bei der Beschreibung des Abbruchverfahrens fiir
das Gleichungssystem der Mehrpunkt-Green-Funk-
tionen wurden bislang keine Aussagen iiber die
Projektionsoperatoren P gemacht. Die dazugehori-
gen Teilriume 5 p unterliegen deshalb noch keiner
Einschrankung. Sie konnten z.B. Zusténde sowohl
mit gerader als auch mit ungerader Teilchenzahl
enthalten, die dann durch den Faktorisierungs-
prozel miteinander gekoppelt werden. Enthélt je-
doch #p nur Zustinde mit den Teilchenzahlen A",
N L2,/ +4,...,s0ergeben sich einige wesentliche
Vereinfachungen, weil dann im Funktional PTP
nur Mehrpunkt-Green-Funktionen mit gerader
Puntezahl vorkommen. Aulerdem machen wir die
Wirkung der Projektionsoperatoren deutlich, indem
wir die Zustdnde von sp und g explizit in die
Bewegungsgleichungen einfiihren :

Wenn | I1), | I, ..., | Impes#p und |4A)eHq
orthonormierte Eigenzustinde des Hamilton-Ope-

rators H mit den Eigenwerten 21, Q,2..., 2, und
& 4 sind, kann man setzen
m
P=>|Ly<L| (4.21)
i=1

und

s’BOTI(I;
5,0 =1, o5

=(Q;— )Tz, RoTr4=(Ea—20) Ty, 45
(4.22)

Wir betrachten wieder die beiden Félle 1) Q=P
und 2)Q=1—P

Wick-Regeln mit Zwischenzustédnden

1) n-Methode (# g = #p)

Das Gleichungssystem (4.18) nimmt bei Beriick-
sichtigung der Gl. (3.24) und (2.27) und mit obiger
Einschrankung fiir P die folgende Gestalt an:
E+1<M:(Q—Q— T)T¢D = [TEFH+D;
k+l=M:(Q;— — ) T¢D

k+1 I+1

-85 “”’ o)

1y eees Py=0 @1, ..., g»=0

(4.23)

Okt 1,1t e+, Ot 1, qut - gy ;
e Ty ey, T

. D1|q1 p2(q2 vl

U o e o

Ijp-113°
pr+Qr=2’4;61---§ r=1,2,...,v

Gleichung (4.23) stellt ein hoch nicht-lineares Glei-
chungssystem dar, bei dem alle Zustdnde von #p
untereinander gekoppelt sind, wie die Gleichung
fir £+ 1= M zeigt.

2) {-Methode (# g = Komplement von 5 p)

Das Gleichungssystem (4.18) nimmt bei Beriick-
sichtigung der Gl. (3.24) und (2.27) und mit obiger
Einschriankung fiir P die folgende Gestalt an:

k4 1<M:(Eq—Q— T)TEY = STEL W+

i kil I+1
=N (— 1)+t
v=1 D1y eees Dv+1=0 q1, ..., gr+1=0 (424)
m
'5k+1 p1+ ot + D1 5l+1 Gt o+ @1 Z .
I1s eney Iy=
T(mqu) T(p-lq) T (pmlq»x)

I 11 ]r 1 jv jr

pr+qr=2,4,6,...; r=1,2,..

Ly +1.

Man sieht sofort, dafl das Gleichungssystem den Zu-
stand |4) €# g nicht an andere Elemente aus ¢
koppelt. Es handelt sich somit um ein lineares
Gleichungssystem, sofern die Energien ; und die
Kontraktionen T}%" bekannt sind, etwa indem sie
mit der 7-Methode berechnet worden sind.

Die GIn. (4.23) und (4.24) geben nun in funk-
tionaler Form die Gleichungen der Neuen Tamm-
Dancoff-Methode fiir jede beliebige Ordnung dieses
Néherungsverfahrens an. Das nichtlineare Glei-
chungssystem (4.23) entspricht den hoheren Ord-
nungen einer erweiterten Hartree-Fock-Theorie, das
lineare Gleichungssystem (4.24) den hoheren Ord-
nungen einer erweiterten RPA. Wenn der Raum der
Zwischenzustinde 7 p nur aus dem Grundzustand
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des betrachteten Vielteilchensystems besteht, erhilt
man die Resultate der iiblichen Neuen Tamm-
Dancoff-Methode, in unterster Néaherung also die
Hartree-Fock-Theorie und die RPA. Die Erweite-
rungen dieser beiden wichtigen Naherungen durch
Aufnahme von A -Teilchen-Zwischenzustanden er-
geben sich aus den untersten Ordnungen der Glei-
chungen (4.23) und (4.24).

1) Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden

11
(Q—Q2—TEN =12 Z T4 T,

ji=1

(4.25)

,ij=1,....,m.
2) RPA mit Zwischenzustinden

(a—2i— TP =B Z PP i,

Iiln
=1

1=1,...,m.

(4.26)

|4) ist ein A -Teilchen-Zustand aus #g.

Die Gln. (4.25) und (4.26) nehmen fiir nicht-rela-
tivistische Vielteilchensysteme, wo man zum Ein-
zeitformalismus tiibergehen kann, eine besonders
einfache Form an. Wir haben in den vorangehenden
Arbeiten die Strukturen dieser nicht-relativistischen
Versionen untersucht:

1) Die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzu-
stdnden

2(Qi Qj 01([} Z Z 911111'%11111
=1

+ 91‘111;%1{111
< —
LQIJ( =N s
k

ak ke
fli[jl QI]!IJ

- %Ijl I g?f[ﬂ) 5
(4.27)

ist ein nicht-lineares, hermitisches Gleichungssystem
fiir die verallgemeinerte Dichtematrix

0%, = {1 aIaa|Ij>; ,j=1,...,m, (4.28)

die Ubergangsamplituden fiir alle . -Teilchen-
Zwischenzustinde | I1), | I3, ..., | Im) enthilt. Sie
ist nicht-linear, weil ¢ auch in der verallgemeinerten
Hartree-Fock-Matrix

f —J“célj—f—z Val czQ[‘Ij; i’j:‘l:"'!m’
(4.29)
vorkommt.

2) Die RPA mit Zwischenzustéinden

z Z W%’Ijslr <IJ'1 I a: a, ] A> (430)
7,8 j1i=1 :(éDA"—'Qza) <I,-|a2a,,|A>;
t=1,...,m; 19 beliebig, aber fest;
W'f’fzf’ ( — £2;)) 0505, 00y + 47, 00y — K711, O
+ vastrg e — ZVtsqu%tI] ,
t t

ist ein lineares, nicht-hermitisches Gleichungssystem
fiir die Ubergangsamplituden <I;| a} a, |4) zwi-
schen den Zwischenzustinden |I1), | I2), ..., | Im)
und dem angeregten Zustand |4) mit {I;|4) =0
fir + =1, ..., m. Dabei wird die Matrix W aus
GroBen gebildet, die von der Hartree-Fock-Theorie
mit Zwischenzustidnden bekannt sind.

5. SchluBl

Die Erweiterung der Methode der erzeugenden
Funktionale durch das Konzept der Matrixfunk-
tionale liefert eine Fiille von neuen Naherungsver-
fahren, da die Giite der Ndherungen aufer durch den
Ubergang zu einer hheren Ordnung in der Punkte-
zahl noch zusétzlich durch die Wahl des Raums der
Zwischenzustiande beeinflut werden kann. Im Fall
des nicht-relativistischen Vielteilchenproblems fiih-
ren die untersten Ordnungen der so erweiterten
Neuen Tamm-Dancoff-Methode im Spezialfall auf
erweiterte Hartree-Fock- und RPA-Gleichungen,
die vielseitig anwendbar sind : Rotationsbanden von
Atomen, Molekiilen und Kernen; Phaseniiberginge
in Vielteilchensystemen; Einbau von Erhaltungs-
sitzen und Behandlung entarteter Niveausl 2. Die
Neue Tamm-Tamm-Dancoff-Methode mit Zwischen-
zusténden ist ein kovariantes Ndherungsverfahren.
So ist sie fiir die Heisenbergsche nicht-lineare
Spinortheorie? von Nutzen: Die relativistische Ver-
sion der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustan-
den ermoglicht eine selbstkonsistente Berechnung
von Vakuum und Bosonenzustdnden.

Bis jetzt haben wir nur fermionische Variablen
beriicksichtigt. In den heute gebrduchlichen Mo-
dellen der Quantenfeldtheorie kommen aber neben
fermionischen auch mesonische Variablen vor. Es
ist nicht schwer, die Funktionalmethode mit Zwi-
schenzustédnden auf solche Modelle auszudehnen14:
man mul} nur, genau wie vorher bei fermionischen
Variablen, skalare Funktionale durch Matrixfunk-
tionale ersetzen. Auch diese Erweiterung wird eine
Fiille neuer Naherungsverfahren liefern, so z.B.
einen neuen Zugang zu dem heute sehr aktuellen
Problem der Pion-Kondensation18, 19,
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